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Die Ableitung 
des Boltzmannschen Entropiegesetzes mittels der 

Vorstellung der Materiewellen 
\Ton 

Arthur Haas 

(Mit  1 Tex t f igu r )  

(Vorg 'e leg t  in  de r  S i t z u n g  am 20. J n n i  1929) 

Das  B o 1 t z m a n n ache E n t r o p i e g e s e t z  iden t i f i z ie r t  b e k a n n t -  
l ich die t h e r m o d y n a m i s c h e  E n t r o p  i e, his  au f  e inen u n i v e r -  
sellen P r o p o r t i o n a l i t ~ t s f a k t o r ,  mi t  de m  na t i i r l i chen  L o g a r i t h-  
r u n s  d e r  s t a t i s t i s c h e n  W a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  wo- 
bei u n t e r  l e tz te re r  die Z a h l  d e r  K o I n p l e x i o n e n  zu ver -  
s tehen ist, d u r c h  die ein gegebene r  Zustal~d yore  m o l e k u l a r -  
s t a t i s t i schen  S t a n d p u n k t  aus  r ea l i s i e rba r  eracheint .  De r  u n i v e r -  
sel]e P r o p o r t i o n a l i t ~ t s f a k t o r ,  die s og. B o 1 t z In a n n ache K o n -  
s t an t e  k, i st h iebe i  g l e i ch  d e m  Q u o t i e n t e n  aus  der  Gaskon-  
s t a n t e  (R) u n d  der  L o s e h m i d t  sehen  Zah l  (L). D a s  B o l t  z- 
m a n n sehe En t rop i e ge se t z  f indet  somi t  seinen A u s d r u c k  in  de r  
~ o r m  

S = k In W, (1) 

wobei 

R 
~' = /~ .  ~-- 1"372.10 -16 erg. grad--1 (2) 

ist. 
Die A u f g a b e  dieser  U n t e r s u e h u n g  soll eine mSgl i ehs t  ein- 

faehe  A b l e i t u n g  des E n t r o p i e g e a e t z e s  u n t e r  B e n u t z u n g  der  V o r -  
s t e l lung  der  M a t e r i e w e 11 e n sein, also u n t e r  V e r w e r t u n g  
des Pr inz ipa .  w o n a e h  jedem b e w e g t e n  Mate r i e te i l ehen  eine 
W e 11 e n z a h 1 z z u z u o r d n e n  ist, die d e m  d u r e h  das  e l ementa re  
W i r k u n g s q u a n t u m  d iv id i e r t en  I in p u 1 s gle ieh ist, also 

z - -  p - /~-. ( 3 )  

V o n  t h e r m o d y n a m i s c h e n  Gesetzen wi rd  im fo]genden  n u r  
der  Sa tz  geb rauch t ,  dab  die d u t c h  die G le i ehung  

F = E - - T S  (4) 

definier te  f r e i e  E n e r g i e  (E die E n e r g i e  u n d  T ,die Tem-  
p e r a t u r )  bei i s o t h e r m e n Z u s t a n d s ~ n d e r u n g e n  u m d i e v e r-  
r i c h t e t e  A r b e i t  a b n i m l n t ;  also 

- -  d F  ~- d A .  (5) 



166 A. H a a s  

Ferner  wird das bekannte Gesetz der i d e a 1 e n G a s e benStigt, 
wonaeh 

p V  = ~ R T  (6) 

ist; dabei bedeuten p den Druck, V das Volumen und n die Mol- 
zahl (Masse dividiert durch das Molekulargewicht). 

w 1. H i l f s f o r m e l n  a u s  d e r  G i b b s s e h e n  T h e o r i e  
d e r  k a n o n i s c h e n  E n e r g i e v e r t e i l u n g .  

Die Ableitung mSge von den wohlbekannten Formeln der 
statistischen Physik  u n d  insbesondere yon der G i b b s schen 
Theorie der k a n o n i s c h e n  E n e r g i e v e r t e i l u n g  aus- 
gehen. Is t  N dlie Teilchenzahl und ist 

•r = Nwi (7) 

die Zahl der Teilchen, die sich in einem durch den Index i charak- 
terisierten Zustand befinden, so i st bekanntl ich 

N~ 
l n ] / l r =  5~!N.2!  . . . 5 ~ ' !  . . .  " ~8) 

Hieraus folgt durch eine einfache Zwischenrechntmg und unter 
Benutzung der fiir groge Wer te  von x giiltigen N~iherungsformel 

i n  ( x ! )  = x ln  x -  x (9) 

some unter  Benutzung der Beziehung 

w i ---- 1 (10) 

die Formel 
i n  W =  - -  NY~ w i in  w i . (11) 

Unter  w~. sei nun der Bruehteil  der Teilehen verstanden, 
deren Energie  in einem bestimmten I n t e r v a 11 liegt, das dureh 
irgendeine A b s t u f u n g  d e r  E n e r g i e  entsteht; si sei der 
betreffende Energiewert.  Fiir die Gesamtenergie gilt dann die 
Beziehung 

E = N Z  ~ i w i "  (12) 

Es werde dann eine Vertei lung betraehtet,  fiir die der Logarith- 
mus der W a h r s c h e i n l i c h k e i t  ein E x t r e m u m  fiir 
solche Variat ionen darstellt, bei denen die Teilehenzahl (N) und 
die Gesamtenergie unge~ndert bleiben. Fiir eine solehe als 
kanoniseh bezeiehnete Verteilung ergibt dann eine bekannte ein- 
fache Reehnung 1 die G i b b s sche Vertei tungsformeh 

~--~i 
o (la) 

1 Vgl .  z. B. A.  H a a s ,  E i n f i i h r u n g  in  d ie  t h e o r e t i s c h e  P h y s i k ,  3. und  
4. A u f l a g e ,  B e r l i n  1924, Bd. I I ,  w 132. 
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Die GrSge O, der sog. V e r t e i l u n g s m o . d u l ,  ist dabei 
durch .die BeziehurLg bestimmt, dab (wie aus den Gleichungen 12 
und 13 folgt) der M i t t e l w e r t  d e r  E n e r g i e  e i n e s  T e i l -  
e h e n s  (==) der Beziehung geniigt: 

E Z~ie 0 
g _ (14) 

N - -  ~i '  
Ze  0 

Die GrSge + ist hingegen dadurch bestimmt, dag gem~g 
GIeichung (10) und (13) 

s i 
- • 0 5 )  e 07_. v e 0 

ist oder, wenn wir da~ Produkt aus ~ und der Teilehenzahl mit 
W bezeichnen, 

~ (t6) �9 " = N ~  = - -  N 0  l n ~ e - -  ~-" 

Aus Gleiehung (11) und (13) folg't fiir den Logarithmus der Wahr- 
seheinliehkeit die Beziehung" 

l n W  ~' ~ e  0 -t- y,~ie o (17) 

oder auf Grund der Gleichungen (10), (13), (14) trod (16) 

In W = - -  (18) 
0 

w 2. D i e  t h e r m o d y n a m i s c h e  D e u t u n g  d e s  V e r -  
t e i l u n g s m o d u l s .  

In dem speziellen nun zu behandelnden Falle, dab die ver- 
teilte E n e r g i e r e i n k i n e t i s e h ist, also in dem Falle eines 
i d e a l e n  e i n a t o m i g e n  G a s e s ,  wird 

1 ~ .  2 _~ 2 si ~ ( s  x -~- 29 y -P:z ) '  (19) 

wobei 2-, Py, P~ die drei Impulskomponenten des Teilchens und m 
seine Masse sind. Die Impulswerte mug man sich hiebei nach 
Intervallen abgestuft denken, und es sei 

Da die drei Impulskomponenten untereinander unabh~ngig sind, 
so wird 

si 1 
Ve 0 - -  ~ - ~  p a ,  (21) 

wenn wir zur Abkiirzung setzen 

+~. Px ~ 
P = ~ e 9 ,,, o dpx. (2"2) 
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Nach einer  bekann ten  Formel  ist aber  ffir eine ganz  beliebige 
Var iab le  

f ~-~~ ~l ~ = Yu (23~ 

~nd somit  wi rd  

e o = 1 -  (2~ m0!~; 2. (24) 

J n d e m  m a n  diese Gle ichung naeh  0 di f ferent i ier t ,  erh~lt  m a n  
I eieht un te r  Ber f i cks ieh t igung  der Gle iehung (14) 

3 
= T o. (25) 

Anderse i t s  folgt  aus  den Gleichungen (16) und (24) 

g; = - -  NO In (2 ~ m 0) ~/~ Ax (26) 

Nach  dem b e k a n n t e n  C 1 a u s i u s sehen Satz v o m  V i r i a 1 
~:aul~ das  Vi r i a ]  des be t r ach te t en  S ys t em s  seiner  lebendigen K r a f t  
g'leich sein; le tz tere  ist naeh  Gle ichung (25) wegen  des Fehlens  
e iner  potent ie l len Ene rg i e  

E k i  n ~- ~ N O ;  (27) 

anderse i ts  folgt  aus  bekann ten  ~ b e r l e g u n g e n  fiir das Vir ia l  (U): 

3 
-, U = ~ - p  V. (28) 

E i n  V e r g l e i c h  der letzten zwei F 0 rm e l n  ergibt  die Bez iehung  

p V = X o (29) 

o der  nach  Gleichung (6) 
N O  = n R T .  (30) 

H i e r a u s  folgt  nach  Gle ichung (2) die u n i v e r s e 1 1 e P r o- 
p o r t l o n a l i t ~ t  zwischen dem V e r t e i l u n g s m o d u l  und  
der T e m p e r a t u r :  

o = 1~ T. (31) 

w 3. D i e  t h e r m o d y n a m i s c h e  D e u t u n g  t i e r  
W - F u n k t i o n .  

I n d e m  w i r  ein in e inen Beh~lter  eingesch]ossenes Gas be- 
~rachten, wollen wir  auf  die M a t e r i e w e 11 e n der  Gasmole-  
keln eine ~ltere, im wesent l ichen yon  R a y 1 e i g h u n d  J e a n s 
~ tammende  ~ b e r l e g u n g  anwenden.  W i r  gehen yon  der  b e k a n n t e n  
Tatsache  aus, dal~ l ~ g s  e iner  ge spann ten  Sai te  yon der L~nge  l 
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s t e h e n d e S c h w i n g u n g e n nur fiir solche Wellenlgngen (),) 
mSglieh sind, ,die fiir ganzzah]ige Werte  der Unterteilungszahl n 
der Gleiehung 

1 = n ~- (32} 

genfigen. Bei einem Wfirfe], den wit ins Auge fassen wollen~ 
treten an die Stelle der Knotenpunkte  den Wfirfelebenen par- 
allele K n o t e n e b e n e n .  

Wi t  denken uns nun tin Koordinatensystem konstruiert,. 
d(~ssen Ursprung mit einer Wiirfelecke und dessen Achsen mit 
drei Wfirfelkanten zusammenfallen mSgen. Es seien n ,  n_, n~ die 
Urlterteilungszahlen in der x-, y-, z-Riehtung. Eine zu der 
.~'--Achse parallele Gerade werde in den Pmlkten  A, B, C (Fig. 1) 

Fig.  1. 

din'oh drei benachbarte K~mtenebenen gesclmitten, die der y-z- 
Ebene para]le] sind. Is t a die L~nge der Wiir[elkante; so sind die 
Ab~t~inde der Knotenebenen gleich a/nt. Es sei nun R S ein be- 
]iebiger Strahl, der mit  den drei Koordinatenachsen die Winkel  
-, /L y einschliel~e. Wir  legen durch die Punkte  A, B, C Wellen- 
ebenen, die auf dem Strahl  senkrecht stehen. Es ist dann A B" 
g]eich k/2, anderseits gleich (a/n~). cos (~. Wir  finden also 

2a  
- ~ -  cos ~ ~ n~ ; (33) 

hilden wir die beiden analogen Gleichungen, quadrieren und 
addieren wir, so finden wir somit 

, ' ) a  

), - -  Vn~ + n  i -~  n~. (34) 

infolgedessen kSnnen ,die Gleichungen (33) und die beiden ana- 
]ogen aueh in der Form gesehrieben werden: 
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ns 
3 o ~" (35) cos ~ = | /nl -~- n~ -~- n 3 

N-ur so~che Schwingungen  erscheinen also mSglieh, die den  Glei- 
e h u n g e n  (34) u n d  (35) f i ir  ganzzah l ige  W e r t e  yon  nl, n .  n3 ge- 
niigen. 

N u n  denken  wir  uns  in dem yon den posi t iven Ha lbachsen  
des Kool~ gebi ldeten R a u m o k t a n t e n ein 
rauml iches  P u n k t g i t t e r m i t  de r  Langene inhe i t  als Gi t te r -  
kons t an t e  kons t ru ie r t .  Alle G i t t e rpunk te  haben  dann  ganzzahl ige  
Koord ina t en ,  und  nach  Gleichung (34) und  (35) stellt somit  jeder  
G i t t e r p u n k t  je eine E i g e n s c h w i n g u n g  dar .  V o n  dem Koord ina t en -  
u r s p r u n g  ha t  der bet ref fende G i t t e r p u n k t  nach  Gle ichung  (34) 
den A b s t a n d  

r = 2 a z, (36) 

w e n n  mi t  z die r ez ip roke  Wel len l~nge ,  also die W e 1 1 e n z a h l, 
bezeichnet  wird.  

Die  Zah l  der  E i g e n s c h w i n g u n g e n ,  die in dem Wel l enzah l -  
in te rva l l  yon  z bis z -~ 5 z l iegen - -  diese Zah l  mSge 5 Z genann t  
we r~en  - - ,  i s t  der  Zah l  der  Gi t~e rpunk te  gleich,  die in dem R a u m  
zwischen zwei Kuge l f l achen  v o a  den  Rad ien  

r l : 2 a z ,  r 2 = 2 a ( z + A z )  

en tha l t en  sin,d. Da  durchschn i t t l i ch  je  ein G i t t e r p u n k t  auf  die 
V o l u m e i n h e i t  k o m m t ,  f inden wi r  somit ,  wenn  V das  V o l u m e n  
des Wi i r fe l s  ist, 

A Z  = 4 ~ Vz2hz. (37) 

Aus  der  Fundam ~ n t a l g l e i chung  der Theor ie  der  M a t e r i e- 
w e 11 e n (Gleichung 3) ersehen wi r  somit,  dab die Z a h 1 d e r 
m S g l i c h e n  I m p u l s w e r t e  in dem I n t e r v a l l  yon  p bis 
p + A p durch  die F o r m e l  gegeben  ist:  

A Z :  47:V p~ hp. (38) 
h ~ 

O r d n e n  wir  also dem be t r ach te t en  Gase  einen I m p u 1 s r a u m 
de ra r t  zu, dalt in d iesem jede Molekel  durch  einen I m p u l s- 
p u n k t m i t  den  K o o r d i n a t e n  p~, py, p ,  r ep r~sen t i e r t  ist, so ent- 
hal t  eine Kugelscha le ,  rdie "con zwei konzen t r i schen  Kugel f l~chen  
mi t  den Rad ien  p u n d p  ~ - A p  begrenzt  wird, A Z- Impul spunk te .  
Das  Vo lumen  dieser Kuge l scha le  ist  aber  4r:~p ~- Ap, und  wenn 
wi r  durch  diese GrSBe die Zahl  A Z [der Gle ichung  (38)] divi-  
d ieren ,  so e r h a l t e n  w i r  somi t  die Zah l  (s) der  I m p u l s p u n k t e  pro  
V o l u m e i n h e i t  der  Scha le  oder, wie  aus  Gle ichung  (38) folgt ,  

V s = 1~-" (39) 

w i r  uns  daher  den I m p u l s r a u m  in U m g e k e h r t  kSnnen  
Z e 1 1 e n yon der GrSl~e 

h 3 
~ = V (4o) 
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de ra r t  getei l t  denken, dab innerhalb einer  Zelle eine Unter -  
seheidung" versehiedener  Imptdswer te  keinen Sinn mehr  hat. In- 
dem wir  in Gleiehung (26) fiir ~ v den W e f t  yon a einsetzen, 
finden wir  

= - - N O  In (2 ~ m O) ~/2 + NO In (h3) - -NO in V. (41) 

Wh" ersehen  aus dieser Gleiehung, dal3 fiir ein gegebenes Sys t em 
yon  Teilehen .die GrSl]e W d u r e h d e n V e r t e i 1 u n g s m o d u 1 
u n d  d a s  V o l u m e n  v o l l k o m m e n  b e s t i m m t  ist. W i t  
kSnnen somit setzen 

= ~ - d O +  ~ d l  r (4~) dW 

Aus Gleiehung (41) folgt  hiebei 
3o No 
r  - v ' (43)  

oder im Falle eines idealen Gases [nach Gleiehung (29)] 
3~" 
~ V  = _~v.  (44) 

Da pdV die v e r r i e h t e t e  A r b e i t  darstel l t ,  so k5nnen  
wi r  somit, wenn wi t  den Ver te i lungsm6dul  [g'emal3 Gle iehung 
(31)] dureh  das P r o d u k t  kT ersetzen,  sehreiben 

dW ~= ;W_dT--dA.  (45) 

In  dem speziellen Fal l  einer i s o t h e r m e n Zus tands~nderung 
(dT =- 0) wird  also 

- -  d ~  = d A .  (46) 

Die GrS/~e ~ besitzt also genau die EigentSmliehkei t ,  .die fiir die 
f r e i e E n e r g i e eharakter is t i seh ist. W i r  diirfen daher  woh! 
die beiden GrSfien i d e n t i f i z i e r e n und 

�9 " = F (47) 

setzen. 

w 4. D i e  t h e r m o d y n a m i s e h e  D e u t u n g  d e s  W a h r -  
s e h e i n l i c h k e i t  s l o g a r i t h m u s .  

Erse tzen  w i t  n u n m e h r  in der Gleiehung" (18) den Ver-  
tei lungsmodul  durch  kT und die statische GrSBe tF dureh  die freie 
Ene rg i e  F, so n immt  die Gleichung (18) die F o r m  an: 

E - - F  
k In I V - -  T (48) 

Andersei ts  hiingt naeh der the rmodymanischen  Gleichung (4) die 
E n t rop i e  mi t  der Energ ie  un, d der f re ien Ene rg i e  durch  die Be- 
z iehung zusammen 

E - - F  
�9 S = ~ (49) 
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E i n  Verg le ich  der  ]etzten zwei Gleichungen e rg ib t  das  B o 1 t z- 
m a n n s e h e  E n t r o p i e g e s e t z :  

S =- k l n W .  

Die b isher igen B e t r a c h t u n g e n  be t r a f en  den speziellen Fal l  
eines idealen  e i n a t o m i g e n  Gases.  Es  mSge  d a t u m  im fo lgenden  
noch ku rz  die Beweisf i i ln 'ung ftir den Fal l  eines q u a n t e n- 
h a f t  s c h w i n g e n d e n  T e i l c h e n s y s t e m s  skizzier t  
werden.  I s t  die Te i lchenenerg ie  ein g a n z z a h 1 i g e s V i e l- 
l a c h e s  e i n e s  E n e r g i e e l e m e n t s  hv (h alas e lementa re  
W i r k l m g s q u a n t u m ) ,  so w i rd  

~e o_=Xe o _ h~ (50) 
1 - e  o 

I n d e m  wi t  diese Gle ichung nach  O d i f fe ren t i ie ren  a n d  die Glei- 
chung (14) beachten,  finden wi r  

= ~, (51) 

e ~  

oder, wenn  O genf igend  grol~ ist und  bei B e a c h t u n g  der  Drei-  
zahl tier F re ihe i t sg rade ,  n~herungsweise  

E = 3 2/0. (52) 

E i n  Verg le i eh  m i t  dem b e k a n n t e n  t h e r m o d y n a m i s c h e n  G e s e t z 
v o n D ll 1 o n g und  P e t i t, das  die Molwfirme der  dre i fachen 
Gaskons t an te  gleichsetzt,  f i ihrt  w i e d e r u m  zu der Beziehung 

0 = k T .  (53) 

E s  liiltt sieh n u n  du reh  s t a t i s t i s che  U b e r i e g u n g e n  zeigen 2, 
dab  .in e inem q u a n t e n h a [ t  s c h w i n g e n d e n  S y s t e m  die E n e r g i e- 
d i c h t e n u t  yon  dem Ver t e i l ungs m odu l  abhiingt,  dessert v ie r t e r  
Potenz  sie p ropor t iona l  ist, f e rne r  dab  

~_ E (54) 
3 

ist. Beze ichnen  wi r  die Ene rg i ed i ch t e  mi t  0, so wi rd  also 

I F ~  ~ V  3 ' (55) 

2 V g l .  A .  H a a s, E i n f f i h r u n g  in  d i e  theo~ ' e t i sche  : P h y s i k ,  3. u n d  4. A u f l a g e ,  
B e r l i n  19~4, Bd .  I I ,  w 139. 
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und da ~ nu r  v o n d e r  T e m p e r a t u r  abh~ngt ,  so wird  einersei ts  

d~'--_ ~q7 d T +  ~"  dV (56) 
~T 3V 

und andersei ts  naeh  Gleiehung (55) 

Das  V i r  i a 1 des be t raehfe ten  S y s t e m s  e r g i b t  sieh zu 

3 u = _ ~ o  V. (58) 

Naeh  dem Vi r ia l sa tz  mul~ U dem Mi t te lwer t  der kinet ischen 
Energ ie ,  also E/2, gleich sein. E s  ist daher  

~ p V =  1 ~ -  ~ v (59) 

oder 

A~ = 3 2 .  (60) 

Somit  wi rd  nach  Gle ichuag  (57) 

ocler naeh  G le i ehmN (56) ftir eine i s o t h e r m e Z u s t a n d s- 
i i n d e r u n g  

D a m i t  ist w i e d e r u m  die IdentitS~t de rW-Funkt ion  m i t  der  f r e i e n 
E n e r g i e und  wei te rh in  gem~iB Gleiehung (18) das B o 1 t z- 
m a n n s e h e  E n t r o p i e g e s e t z  bewiesen. 

Zusamlnenfassung. 

Die A b l e i t u n g  des B o 1 t z m a n n schen En t rop iegese t ze s  
geh t  yon  der  G i b b s schen  F o r m e l  fiir die kanor~ische Ene rg i e -  
ve r t e i lung  aus. Aus  ihr  wi rd  fiir den  L o g a r i t h m u s  der  sta- 
t i s t i schen W a h r s c h e i n l i c h k e i t  die Gle ichhei t  m i t  (E--~r  - 
duziert ,  w e n n  E die Gesamtenerg ie  und  0 tier Ver t e i lungsmodu l  
ist, der  sich bei re in  k ine t i scher  Ene rg i e  als der  T e m p e r a t u r  
un ive r se l l  p ropor t iona l  erweist, t t ins ich t l ich  der  W-Funkt ion wird 
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unter Benutzung der Vorstellung der Materiewellen nach- 
gewiesen, dal~ sie bei isothermen Zustands~nderungen ~m die 
verrichtete Arbeit abnimmt, wodurch ihre Identifizierung mi~ 
der freien Energ'ie gerechtfertigt erscheint. Hiedurch ergibt sich 
das B o l t z m a n n s c h e  Entropiegesetz, das aul~er fiir den 
SpezialfM1 e~ines idealen einatomigen Gases auch ffir den Sonder- 
fall eines quantenhaft schwingenden Systems (ideMer fester 
K Srper)- bewiesen wird. 


